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R&wm&-La notion de “quadripole thermique” est utiliske pour resoudre les transferts de chaleur unidi- 
rectionnels transitoires dans les systemes constinks de plusieurs milieux presentant B la fois des saurce.s 
intemes, des contacts imparfaits, des sources aux interfaces et des deskquilibres de temperature initiaux. 
Les calculi sont men&s en gk&trie plane, iis s’etendent sans dii-krlte aux g&m&tries cylindrique et 

ON BTWND la notion da “‘quadripole thermique” a des 2. “MUR” EN PRl%ENCE DE SOURCES 
syst4mes prkentant des sources internes (k syst6me 
nVtant pas forekment a I’kqnilibre thermiqne a l’in- 

Considkrons un mur d’&aisseur e, en mgime trans- 

stant initial). 
itoire, prkntant N sonroes internes cara&ri&s par 
une nuissance volumkme fonction du temps et de 
l’espace (le mur n’est pas forckment a 1”Cquihbre ther- 

I. MUR PASSIF mique $ l’instant initial) : 

ConsidCrons un “mm” d’epaisseur e en rtsgime trans- 
itoire, sans source interne et B l’tquilibre thermique B 

g+ff(z.Q =g 

f’instant initial : T = h(z) B t = 0. 

I 
a2x IaT -=__ 
a2 a at 
x=0 22 t=O 

Appliquons la transform&e de Laplace : 

d28 1 h(z) 8 
dz2 -I” ;iF(w)+ a = a@ (1) 

appeions 8, ~2, Ies transfornks de LapIace des tem- 
ptkatures en z = 0 et 2 = e, et a=,, @,F ies transform&es avec 
de Laplace des tlux en z = 0 et z= e. F = -w-k 01 

11 existe une relation linkaire entre les grandeurs 
d’entrbe (0, et Cs,) et les grandeurs de sortie (0, et OS) 

la solution de cette Cquation est de la forme : 

VI: @(s, z) = XI ch (h) + Kz sh (kz) +p 

ou la matrice 

avec 

k2 = sJa 

et ~(2, s) une solution particulike de (1) qui peut-&re 
obtenue par un dkveloppement : 

tc 4 
est la matrioe de transfert inverse du quadripole asso- 
cik BU mur : A = ch J(s/a)e, B = (e/Xi’) sh J(s/a)e/ 
,/(s/a)e, A = D (syst4me symktrique), AD- BC = 1 ++ h(z)+Kh”+;h’4’... , 

(syst&me passif). 
1 

RI et K2 sent cakul~s ii park de @, and Qe; on en 
d&&tit alors fes grandeurs de sortie @, et tp, : 

0, i= 1% -Y(W ch tke) 

-[(My'(O) +@,)/XSk] sh (ke) -l-y(e) 

Lpg = ASk[@,-y(O)] sh (ke) 

+ fASy‘(O) + @#] cfi (ke) - ISyf(e) 
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NOTATIONS 

a diffusivite thermique S aire de la section du “mu? 

fi 
Bpaisseur du “mu? s variable de Laplace 
coefficient d’kchange lateral du “mur” Y’ detivee premiere de Y par rapport a z. 

L[f] transform&e de Laplace def 
m perimttre de la section du “mur” 
R n,n+ 1 resistance de contact entre le mur n Symboles grecs 

etlemurn+l 1 conductivite thermique. 

d’oti l’expression des grandeurs d’entree en fonction 4. MULTICOUCHES AVEC Rl%lSTANCES 

des grandeurs de sortie : DE CONTACTS 

[:I= [: i][:]+[;] C2) 
avec A, B, C, D, les mbmes expressions que dans le 
cas passif (independantes des sources) et : 

sh (ke) 
X = y(0) -y(e) ch (ke) + - k y’(e) 

I Y = -kS[y'(O) +ky(e) sh (ke) -ch (ke)y’(e)]. 

3. MULTICOUCHES EN CONTACT PARFAIT 

Appliquons le resultat pkcedent a chaque “mu? 
n constituant le multicouche ; en notation simplifiee 
appelons [EJ le vecteur d’entree, [M,,] la matrice de 
transfert, [S,J le vecteur de sortie et [P,] le vecteur 
source, soit : 

F”l = MJ K&l + Pnl (3) 

si les murs sont en contact parfait, on a pour tous les 
interfaces l’egalite des temperatures et des flux soit : 

[&I = [En+ 11 

d’oti le resultat pour N murs : 

[E,l = t~l[S,l+[~l 

avec 

(4) 

et 

I 
La representation des contacts thermiques en 

regimes transitoires fait appel a des modiles plus ou 
moins complexes qu’il est toujours possible d’in- 
terpreter en terme de quadripole [2] ; zi titre d’exemple 
le modele resistif pur s’ecrit : 

[Cn.n+ II = 
[ 1 :, Rn,;+ ’ 

en toute generalite on a : 

[Sal = [Cn,n+ JE+ 11. (7) 

La relation entre les gradeurs d’entree de deux murs 
successifs s’ecrit : 

El = P&IL+ Wn+ ,I+ [f’nl. w 

Le resultat est done le meme que dans le cas precedent 
(formule (3)) en remplagant : 

PLI par hKl[Cn,,+ ,I. 

5. MULTICOUCHES AVEC RliSISTANCE DE 

CONTACT ET SOURCES DE CHALEUR AUX 

INTERFACES 

Relation (7) est remplacie par (Fig. 2) : 

KG1 = k2s.l+ [G,n+ ,I {[En+ II+ [Qe.n+ ,I> (9) 

ou 

et 

[Qml = 
[ 1 ; S” 

avec 

[Qenl = 
[ 1 g” en 

Q = ~IdOl 
ou q. est la source localisie en sortie du mur et qe est 
la source localisee en entree du mur. 
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FIG. 2. Quadripbles associks $ un “mu? multicouches avec rksistances de contact et sources de chaleur 
aux interfaces. 

La relation (8) devient : 

El = Wn1L,+ ,lE+ ,I + Pfnl[Qn,n+ ,I + [f’nl (10) 

avec 

[Qn,n+ ,I = IQ,,1 + [Ct.,+ J[Qe,n+ 11. 

Le resultat precedent (formule (4)) est encore valable 
en remplacant : 

0. CONDITIONS AUX LIMITES 

Dans cette representation, les conditions aux limites 
du systeme ne posent aucun probleme. Pour des con- 
ditions de type Dir-i&let ou Neumann, on a sim- 
plement deux grandeurs imposees parmi les quatre 
grandeurs aux limites O,,, O,, Qe, ou OsN (variables 
avec s en toute generalite) ; pour des conditions de 
type Fourier, on introduit deux matrices de transfert 
traduisant les coefficients d’echange h, et h, (entree et 
sortie du systeme), ainsi que O,,, OS, les temperatures 
exttrieures au systeme (connues et variables avec s en 
toute generalitt) : soit 

de mCme pour [HJ 

t 

peo 

@eo 

-9-7 

La Fig. 3 represente la condition la plus generale: 
coefficient d&change et flux surfaciques imposkes (QcO 
et QS,) d’ou la relation entre les grandeurs exterieures 
et les grandeurs d’entree du systeme : 

L%l = [f4lWA1+ [Qeol> 

de m6me pour la sortie : 

(11) 

(12) 

7. EXTENSION AU “AILETTES” 

Une demitre extension pet-met de traiter des pro- 
blemes qui ne sont pas strictement unidirectionnel en 
utilisant l’approximation de l’ailette (T,, temperature 
exterieure fonction de z) 

1 

C$_+J2$ 

T = h(z) 21 t = 0. 

Appliquons la transformee de Laplace 

hmT,l s 
nsi = ;e. 

Que I’on peut &-ire 

t: Qeo 
He 

b l _- -- _ 

Ml 
4__-_- 

FIG. 3. QuadripBles associb aux conditions aux limites. 

(13) 
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IO 

T’ 0.5 

ot /e* 
FIG. 4. Evolution de la temperature sur la face z = e d’un milieu semi-transparent soumis B une impulsion 

de flux sur la face z = 0. 

d2tJ -- 
dz2 

On retrouve une expression identique a (1) en posant : 

k&g+:. 

8. APPLICATIONS 

Le principal inter&t de cette methode est sa sim- 
plicite d’application comparer par exemple a un calcul 
par separation des variables oti en particulier la rech- 
erche des valeurs propres devient t&s vite complexe 
lorque le nombre de parois augmente ; ici nous 
n’avons a effectue que des produits de matrice 2 x 2. 
La seule difficult& se situe dans le calcul de l'original ; 
nous l’avons surmonte par un retour numerique [3] 
qui nous a donnt entitre satisfaction. 

Les applications sont trb nombreuses et dans des 
domaines tres varies ; nous citerons en particulier les 
transferts dans les parois de bltiments, dans les plan- 
chers chauffants, dans les composites, dans les milieux 
semi-transparents, en metrologie thermique, etc. 

A titre d’exemple, nous appliquons cette technique 
B la mesure de la diffusivite thermique de milieu semi- 
transparent par methode “flash”. 

11 s’agit de calculer la temperature sur la face z = e 
d’un Bchantillon cylindrique semi-transparent (“fro- 
id”) soumis $ une impulsion de flux sur la face z = 0. 
En general la face avant est recouverte par une fine 
couche de peinture noire et la face arriire par un depot 
metallique. Si on appelle E l’bnergie recu par unite de 
surface et si l’on neglige les tchanges avec le milieu 
exterieur pour simplifier les &critures on obtient : 

I 

4,(4 = ‘w&d~) 

fb 0 = BE9 (-Bz)U -B’hMO 

444 = -P”Eexp (-Ml -B’bM~) 

ou /l est le coefficient d’absorption du milieu, j’ et /l” 
les coefficients d’absorption de la face avant et arritre, 
et s,,(t) un Dirac au tempts t = 0. 

En supposant le systeme a l’equilibre au temps 
t=O,ona: 

y(z,s) = 
W(l-B’)exp(-Bz) 

I(kZ -8’) 

soit 

y = WJW -81 
k2-/?* 

l- iexp(-fle)sh(ke) 

- exp ( - Be) ch (ke) 1 
l’equation (2) nous donne : 

me- Y-Da* 
&= c et par suite T, = 9- ‘[OS]. 

Le Fig. 4 presente quelques reponses obtenues en 
fonction de /I, /I’ et r. 

Cette technique, tres g&r&ale, n’est pas limit&e a la 
geometric plane, mais s’etend t&s facilement (si ce 
n’est la longueur des expressions obtenues) aux cylin- 
dres et aux spheres. 
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THERMAL CONDUCTION IN A MULTILAYER SLAB WITH INTERNAL SOURCES; 
USING A QUADRIPOLE METHOD 

Abstract-The ‘thermal quad~pole’ method is used for the resolution of monodir~tional transient heat 
transfer. In this case, it is applied to systems made of various materials, including internal sources, contact 
resistances, boundary sources and initial non-equilibrium temperatures. The resolution is made first for a 

plane geometry but can be easily extended to cylindrical and spherical configurations. 

ANWE~UNG EINER QUADRIPOL-METHODS AUF DIE W~RMELEITUNG MIT 
INTERNER QUELLE IN GESCHICHTETEN PLATI’EN 

Zusammenfassung-Die ‘thermische QuadripoY-Methode wird zur Liisung der eindimensionalen insta- 
tioniiren Wlrmeleitung verwendet. Hier wird sie auf Systeme verschiedener Materialien mit inneren Quellen, 
Kontaktwiderstiinden, Quellen am Rand angewendet, wobei zu Beginn ein Temperatur-Ungleichgewicht 
besteht. Die Liisung ist zunbhst fiir ebene Geometrien angegeben, kann aber leicht auf zylindrische und 

sphlrische Anordnungen erweitert werden. 

kiCIIOJIb3OBAHME METO& YETbIPEXIIOfiIOCHHKA AJIJI MCCJIE~OBAHkifi 
l-IPOuECCA TErUIOI-IPOBO~HOCTkI MHOI-OCJIOflHOft IIJIWTbI C 

BHYTPEHHHMH HCTOSHMKAMM 

~T~-MeTO~ ‘~eTiJloBoro q~~~xno~HHa~’ SiCItOJIb3yGTCff Ann pfmefmn 3am¶H oiwot4ep- 

noro Hecramronapxoro rrepenoca Terma. B IfarnroM cnyrae OH npmerren I( CHeTeMaM, ~0~~0811~~ ~3 
pa3mir~bxx~a~eprrsnoe ~~~eromm4 B~HtlHeH~oPBHltH,ItoHTa~bIeCOnPoTABneHH11,rpaxrme~e 

H~~OYWHLH ~na~anb~~~)~epae~o~OCTbTeMnepaT~~~. PemeHuenonynewoann nnocvok reoMeTpwH, 
HO ero ~oxmo nerrco pacnpocrpatmTb Ha xumminp~~ec~yro H reoMe3pu~ecty~ rcot+irypamin. 


